
2 f (u4)3 yi = —si + 2f (u4)3 {(u4)2 vi (vk yk 

+ rf,,v£> vu vv va ) — rluv v.» vv} . (A,5) 
Die yk auf der rechten Seite können eliminiert werden, 
indem man (A, 5) skalar mit vt multipliziert und 
1 — (w4)2 vl Vi = (u4)2 v4 benutzt; es wird dann: 

2 f (u4)5 vkyk = — — Vi si 
vi 

1 • i 
+ 2 f (w4)3 — ((m4)2 ru<vg Vi v1 v9 — r\lvVi) vf v . 

vi 

Dies in (A, 5) eingesetzt ergibt schließlich: 

2 f (u4)3 y* = — si+vis4 + 2 f (u4)3 (v* P,4,,, — rflv) v» v" 

(siehe13), wobei wir vu su = 0 benutzt haben. Endlich 
ersetzen wir noch sl durch sk: Wegen sa = g**" su und 
sA = — vi Si ist 

s« = (gxk __ vk ga.4) Sk (A,6) 
und damit 
2f (u4)3 yi = (— gik + vk gi4 + vl gki — vi vk g4i) sk (A, 7) 

+ 2 (u4)3 ^ - r L ) v." v". 
Durch (A, 7) haben wir y* als Funktion von z1,!^, st 
und t dargestellt. 

13 Durch Multiplikation dieser Beziehung mit s{ ent-
steht die in § 4 angeführte Gleichung für 2 / ' (M4)3 y1 

Die Wechselwirkung vieler Teilchen 
I. Allgemeine Theorie 

V o n H E R M A N N K Ü M M E L 

Aus dem Institut für Theoretische Physik der Freien Universität Berlin 
(Z. Naturforschg. 10a, 117—125 [1955]; eingegangen am 10. Januar 1955) 

Es wird die Bethe-Salpeter-Gleichung für N gleiche Teilchen abgeleitet. Die Lö-
sungstheorie wird hinsichtlich der bei vielen Teilchen vorliegenden spezifischen Probleme 
diskutiert. Bei Beschränkung auf nichtrelativistische Teilchen und die niedrigste Nähe-
rung geht die Bethe-Salpeter-Gleichung in die H a r t r e e - F o c k sehen Gleichungen über. 
Die Beziehungen zur verallgemeinerten ,,self-consistent-field-Methode" von Kinosh i ta 
und Nambu werden untersucht und eine einfache Begründung derselben angegeben. 

Die Beschreibung der Wechselwirkung vieler 
Teilchen ist in jüngerer Zeit mehrfach mit 

modernen Methoden erneut in Angriff genommen 
worden1, 2. Man kann aber nicht sagen, daß eine 
restlos befriedigende Beseitigung der Schwierig-
keiten gelungen ist, die daher rühren, daß zwar 
— vielleicht — die Wechselwirkung nur zweier Teil-
chen als klein angesehen werden kann, daß jedoch 
bei sehr vielen fast jede Näherungsannahme be-
denklich ist. Die vorliegende Arbeit kann an die-
sem Tatbestand nur insofern etwas ändern, als sie 
eine einfache Formulierung des Problems gibt, je-
doch zur Lösung nur Vorschläge macht. 

Die besonderen Verhältnisse bei dem betrachte-
ten Problem sind durch folgende drei Punkte zu 
charakterisieren: 

1. Infolge der Wechselwirkung mit vielen Teil-
chen zu allen Zeiten verliert der Begriff des „freien 
Teilchens" vollkommen seinen Sinn. Das drückt 
sich mathematisch darin aus, daß Wellenfunktio-
nen freier Teilchen nicht als Näherung der voll-
ständigen Funktion angesehen werden dürfen. 

2. Es können Bindungszustände zwischen zwei 
oder mehr Teilchen auftreten. Dies wirkt sich eben-
so aus wie Punkt 1. 

3. Selbst bei kleiner Kopplungskonstanten g 
wird es nicht möglich sein, diese zur Grundlage 
einer Entwicklung (Iteration) zu machen; denn 
dies würde etwa bedeuten, daß man nach Ng (mit 
N = Zahl der Teilchen) entwickelt, einer Zahl, die 
i. a. nicht klein sein wird. 

Man kann nun die Schwierigkeiten zu umgehen 
versuchen, indem man durch eine geeignete kano-
nische Transformation ( B ö h m und P i n e s 1 ) neue 
Variable einführt, deren einer Teil die kollektive 
Bewegung, deren anderer die individuelle Be-
wegung einzelner Teilchen (d. h. die Abweichungen 
von dem durch die kollektive Bewegung charak-
terisierten mittleren Verhalten) beschreibt. Bei 
Kräften, die bei geringen Entfernungen sehr groß 
werden, versagt diese Methode bekanntlich. 

Neuerdings haben K i n o s h i t a und N a m b u 
einen anderen Weg eingeschlagen: Um bei der stö-
rungstheoretischen Entwicklung möglichst kleine 

1 D. Böhm u. D. Pines . Phys. Rev. 85, 338 [1952]; 
92. 609 [1953]. 

2 T. K i n o s h i t a u. Y. N a m b u , Phys. Rev. 94, 
598 [1954]. 
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Störungsglieder zu erhalten, wird die Lagrange-
Funktion L = L0 + L[üt in L = L()' + L'iüt aufgeteilt; 
hier ist ein nichtlokaler Operator zu L0 addiert 
bzw. von Z i n t subtrahiert, derart, daß L' in t mög-
lichst „klein" wird: Die Matrixelemente zu einem 
Teil der Wechselwirkung beliebig hoher Ordnung 
kommen dann in L'int nicht mehr vor. Durch diese 
Forderung werden die nichtlokalen Funktionen 
festgelegt. Dann läßt sich die Entwicklung nach 
der Kopplungskonstanten eher rechtfertigen. We-
gen der bekannten Schwierigkeiten, zu einem 
nichtlokalen L\nt einen Hamilton-Operator H'iüt 

zu finden3, ist aber eine genauere Begründung die-
ser Methode notwendig. Die Berechnung der Ener-
gie und einer geeignet zu wählenden Wellenfunk-
tion wird sehr kompliziert. Da explizit von der 
$-Matrix (bzw. vom Operator U (0, — oo)) Ge-
brauch gemacht wird, versagt sie bei der Berück-
sichtigung von Bindungszuständen zwischen zwei 
oder mehreren der Teilchen. Hiermit hängt zu-
sammen, daß man in nullter Näherung die Wellen-
funktion durch eine Slater-Determinante aus 
Einteilchenwellenfunktionen ersetzen muß (vgl. 
hierzu die Bemerkungen der Autoren im Abschnitt 
4A der zitierten Arbeit). 

Es soll hier gezeigt werden, wie man mit der Me-
thode der Wellenfunktionen der Quantenfeld-
theorie 4>5 mit den Problemen fertig werden kann. 
Denn sie ist ja unabhängig von der Reichweite der 
Kräfte anwendbar, sie vermeidet die Einführung 
eines nichtlokalen Feldes und sie ist ferner so aus-
gereift, daß man sie als verhältnismäßig einfach 
empfindet. Sie ist geradezu prädestiniert zur Be-
rücksichtigung der Bindungszustände bzw. des 
Umstandes, daß es keine freien Teilchen gibt. 
Diese Methode wird auch eine andere Formulie-
rung und Begründung der Theorie von Kinoshita 
und Nambu gestatten und dabei sichtbar werden 
lassen, warum diese in manchen Fällen versagt. 

1. Allgemeines 

Als Beispiel betrachten wir pseudoskalare Me-
sonen mit pseudoskalarer Kopplung an Nukleo-
nen. Die Feldgleichungen lauten (K = c = 1 : A(x) = 
äußeres Feld; = 

(2) 

(3) 

— yv—iy.A (x) + m] 

•ty = y5A (x)^(x). (I.e.6), 

Der Hamilton-Operator hat die Form: 

H = H0 (t) + J/int (t) 

mit i / i n t (0 = - y [ (X), y,' <]> (x)] d r. 

Diese Aufteilung (mit endlichem m, y2) läßt die 
Selbstenergie unberücksichtigt. 

Die Wechselwirkungsdarstellung hängt mit der 
Heisenberg-Darstellung nach 

0(t) = ü(t, 0) 0(t) U* (t, 0), ( 
0(t, = U(t, 0)<D | 

zusammen (0 = Operator, 0 = Zustand). U (t, V 
ist die D y s o n s c h e Entwicklung7: 

( - i ) n 

(4) 

U{t,t')= s 
n = 0 

(5) 

- $ dtx. . . dtnT [Hint (!)••• Hint (»)]. 
v 

Wir definieren das Vakuum (mit Pv = Energie-
Impulsvektor) durch 

JPV Ö = 0. (6) 
Das „Vakuum der freien Teilchen" ist definiert 
durch 

0 ( + ) (0 Q (t) = 0 (7) 

(mit 0(+) — Vernichtungsoperator). Es wird dann8 

8 = £7 (0, — o o ) i20, 
<I> = U ( 0 , — oc) 0 

(wenn wir Q(i = ü ( — o o ) und 0 = 0 (—oo) setzen). 
Durch 

S+ (X, x') = - (ß0, T ((y, (X) xp [X')) Q0) 
und (9) 

A+ (x, x') = (ü0, T (.A (x) A (x')) ÜQ) 

sind die Funktionen A+ und S+ definiert; die Funk-
tionen 

S+' (x, x') = - (ß, T (x) $ (x')) SI), 

(8) 

A+'(x,x')= (ß, T (A (x) A (x')) 8) 
(10) 

lassen sich nach D y s o n 7 entwickeln. Sie lassen 
sich charakterisieren durch die Gesamtheit aller 

3 Chr. Moller u. P. Christensen. Dan. Mat. Fys. 
Medd. 27, No. 7 [1952]. 

4 E. Freese , Z. Naturforschg. 8a, 776 [1953], 
5 W. Z immermann. Suppl. Nuov. Cim. 11, 43 

[1954]. 

6 Die fetten Typen bezeichnen Größen in der Heisen-
berg-Darstellung. 

7 F. J. D y s o n , Phys. Rev. 75, 1736 [1949]. 
8 V. Glaser u. W. Z immermann , Z. Phvs. 134, 

346 [1953]. 



„Ein-Nukleonengraphen" (s. Abb. 1). Wir schlie-
ßen uns in der Nomenklatur im wesentlichen an 
Z i m m e r m a n n 5 an. Wir bezeichnen einen Graphen 
als irreduziblen Ein-Nukleonengraphen, wenn man 
ihn durch eine Linie, die genau eine Nukleonen-
linie (und keine Mesonenlinie) schneidet, nicht in 

- O 

Abb. 1. Die irreduziblen 1-Nukleonengraphen N^W, 
iV2d) und V^2) und die reduziblen 1-Nukleonengraphen 

N^U xNJ 1) und NtlD xiV^D. 

zwei Ein-Nukleonengraphen aufspalten kann, die 
innere Linien enthalten. Man sieht, daß in niedrig-
ster Näherung nur Graphen Nj ( 1 ) und N%{2) (Selbst-

energiegraph) vorkommen. Der Graph N/1^ ent-
hält als Faktor die Funktion S+ (x, x); diese gibt 
nur bei Anwesenheit eines äußeren Feldes einen 
Beitrag, wenn man die aus der Eichin-
varianz resultierende Symmetrieforde- 2« 
rung (unter Mißachtung aller Diver-
genzen) in üblicher Weise strapaziert9. 3 y 
Nun läßt sich jeder Selbstenergiegraph 
vom Typ NJ1* und V / 2 ) usw. darstellen ^ e i t e l -
durc-h (s. Abb. 2) teil. 

J 8+ (1, 3) A+ (1, 4) r (2, 3 : 4 ) dx3 dx4, 

wobei r (2, 3; 4) den üblichen Scheitelteil be-
deutet (vgl. D y s o n 1 0 ) . D. h. jeder Selbstenergie-
graph läßt sich durch „Auflösung" eines Scheitels 
gewinnen. Es ist dann leicht zu sehen, daß man die 
Gesamtheit aller Strahlungskorrekturen erfaßt, 
wenn S+', A+' die Integralgleichungen 

8+' (1, 2) = S+ (1,2) - JS+ (1,3)y-a 'A+ (3,4)y5' S+' (4,4) S+' (3,2) dx3 dxt 

— $S+ (1, 3) S+' (3 ,4 )A+' ( 3 , 6 ) P ( 4 , 5; Q) 8+' (5,2) dx3dxidx5dx6 ( I Ia ) 

und A+' (1,2) =A+ (1,2) — i$A+ ( l , 3 )y 5 'Ä + ' (3,4) T (4,5; 6} S+f (5,3)A+' (5,2) dx3dxidx. dx6 ( I Ib ) 
erfüllen. — Diese Integralgleichungen werden durch Abb. 3 a und 3 b veranschaulicht. Der Beweis ergibt 
sich leicht, wenn man nach S+ bzw. A+ iteriert. 

Aus ( I Ia ) folgt die Differentialgleichung 
8 [( dXv -eA^yv-rr^S+' ( 1 , 2 ) = i ö ( 1 , 2 ) 

Eine entsprechende Gleichung gilt für A+'. 

2. Bethe-Salpeter-Gleichung für JV Nukleonen 

Wir definieren die Wellenfunktion4 ' 5 für N Nu-
kleonen durch 

m = <p (| 1 ... N |) = (12,: ifai (1) . . . <!>„y(N): . 
(12) 

Dabei stellt einen Heisenberg-Zustand (be-
stimmter Energie) dar. Das Symbol: A B . . .: ist 
definiert durch die Umkehrung der Wickschen 
Zerlegung11 eines T-Produktes nach Normalpro-
dukten (die allgemeinen Gleichungen siehe bei 
F r e e s e 4 , den zugehörigen Beweis bei Freese 1 2 ) . 
In unserem Fall verschwinden die Kontraktionen, 
und es ist 

i fy5' A+ (1,3) y5' 8+' (3,3) 8+' (1,2) dx, 

i J S+' (1,3) zJ+' (1, 4) r (3,5; 4) S+' (5,2) dx3 dxt dx-. (11c) 

<P\N\ = T \N\ = (ä,T^ai(l)...^aN(N))Q>). (12a) 

= 3 " v O + P 
< ) 3" 

>16 

Abb. 3 a u.b. Graphische Darstellungen der Integralgln. 
(IIa) und (IIb) [es bedeutet 

3 3 

t t 
0 = £ + ( l , 3 ) ; O (1, 3)]. 

Wegen (4) und (8) kann man (12 a) in 

= (Q0, U ( - co, 0) U (0, l)Voii (1)U(1,0)U(0,2) 

(2) • • • V«N (N) U (N, O)U(Q,-cc0(-cc)) 

umformen und erhält Gl. (13): 

9 J. Schwinger , Phys. Rev. 82, 664 [1951]. 
10 F. J. Dyson , Phys. Rev. 75, 1736 [1949]. 

11 G. C. Wiek , Phys. Rev. 80, 268 [1950]. 
12 E. Freese, Act. Phys. Austr., 8, 289 [1954]. 



99,JV| = j d V • • • dtn (13) 
—x 

• (ü0, T {Hint (1')... Hint (n ') ( 1 ) . . . ^ ( x V ) } 0 ) , 

wenn man (5) und die Gleichung 
U (oo, — oo) ü0 = c„ £>0 (c,,-1 = c„* (14) 

benutzt (c„ = c-Zahl); sie folgt aus den Erhaltungs-
sätzen von Energie und Impuls. 

Wir bezeichnen einen Graphen als iV-Nukleonen-
graphen, wenn er aus N einlaufenden und N aus-
laufenden Nukleonenlinien besteht. 

Ein iV-Nukleonengraph heißt (mehrzeitig) ir-
reduzibel, wenn man ihn nicht durch eine Linie, 
die 

1. genau JVT-Nukleonenlinien einmal, 

2. keine Mesonenlinie schneidet, 

so zerlegen kann, daß zwei ^V-Nukleonengraphen 
entstehen. Abb. 4 zeigt die (irreduziblen) Nukleo-
nengraphen erster Ordnung. 

Wie G e l l - M a n n und L o w 1 3 können wir dann 
folgern, daß <p|jy| die Be the -Sa lpe ter -G le i chung 
für N Nukleonen 

|) = (15) 
+ SG(l...N;l'...N')<pm(\l'...N'\)dx1'...dxN' 

erfüllt, wenn 

0(1, . . .,N; 1' . . JV') = 2 0,(1 .. .N; 1' . . .N') 
(16) 

(mit G{ = irreduzibler iV-Nukleonengraph) 

und 

(| 1... N |) = (fl0, T (xp (1) ... v (^7)) <P) (17) 

ist. läßt sich (bei Streuzuständen) als Deter-
minante von Einteilchen-Wellenfunktionen schrei-
ben. Die Summe geht über alle irreduziblen Gra-
phen. Der Beweis ergibt sich fast unmittelbar 
durch Iteration: Aus den irreduziblen Graphen 
können wir alle reduziblen aufbauen; z. B. lassen 
sich durch öf1(1) der Abb. 4 alle Graphen vom Typ 
der Abb. 5 gewinnen; wenn wir also zunächst nur 
Graphen dieses Typs berücksichtigen, so ist die 
Integralgleichung olfensichtlich richtig; bei allen 
anderen sowie bei aus verschiedenen irreduziblen 

13 M. Gell -Mann u. F. L o w . Phys. Rev. 84, 350 
[1951]. 

Bestandteilen zusammengesetzten Graphen kann 
man offenbar genau so schließen. 

Ist 0 ein Bindungszustand 0g , so ist 

(wegen der Orthogonalität von 0g zu Streuzustän-
den). Obwohl obige Ableitung von der Iteration 
Gebrauch macht, werden wir doch — wie üblich — 
die Integralgleichung ohne Einschränkung als 
richtig ansehen. Man kann sie auch ohne Umweg 
über die Wechselwirkungsdarstellung beweisen 
(für zwei Nukleonen s. Z i m m e r m a n n 5 ) , indem 
man aus dem Integralgleichungssystem für alle 
Wellenfunktionen alle Wellenfunktionen außer 
(p (| 1 . . . iV|) eliminiert. So gilt die Gleichung all-
gemein, ohne jede Einschränkung (wenn wir vor-
erst von Renormierungsproblemen absehen). 

2 3 f -N 12 3-N 

7 2 3 V--N 7 2 3-N 

7 2 3 V — N 7 2 3 -N 

(1) 

GZ 

- rjn 

Abb. 4. Die Graphen 1. Ordnung. 

1 2 3 ••• N 1 2 3---N 7 2 3-- N 1 2 3-- AI 

ist 
zusammen = 
gesetzt aus • — 

Abb. 5. Entstehung von Wechselwirkungen hoher Ord-
nung durch Graphen 1. Ordnung. 

Unter Benutzung der Gl. (11) läßt sich (15) auch 
in die Form 

cplN[(ll...N\) = $]N{(\l...N\) (18) 

+ j 3 ( l . . .N; V...N') <plNl (11 ' . . .N' I) da?/ . . . d a r -
bringen, wobei G durch die Summe aller irredu-
ziblen „Skelette" definiert ist: 

G = 2 > (19) 

und cp sich wieder als Determinante von Eintcil-
chenwellenfunktionen mit allen Strahlungskorrek-
turen schreiben läßt. Das soll heißen: Man ersetze 
in den Graphen C^ überall S+ durch S+' und z1 + 



durch A+'. Die Irreduzibilität definieren wir nur 
hinsichtlich Graphen, die keine Einteilchenkorrek-
turen mehr erhalten. Ein Teil der zu dem Skelett 
(a) gehörigen Graphen zeigt Abb. 6. Geht man 

Abb. 6. Alle Graphen gehören 
zu demselben durch (a) cha-

rakterisierten Skelett. 

noch einen Schritt weiter und ersetzt alle inneren 
Punkte durch Scheitelteile und alle Systeme von 
Mesonenlinien durch M-Teile (s. Abb. 7), so kann 
man die Bethe-Salpeter-Glei-
chung renormieren, indem man 
für S+',A+',r (1,2; 3) und M-
Teile, die nach D y s o n renor-
mierten Funktionen einsetzt ( Z i m m e r m a n n 1 4 ) . 

Abb. 7. M-Teil. 

3. Diskussion der Bethe-Salpeter-Gleichung 

Eine wichtige Eigenschaft der Funktion cp ist13- 4 

8 
i S - m i ( | l . . . ^ | ) = P v > ( | l . . . i V | ) . (20) 

i = 1 d x v ( i ) 

Dies erlaubt bei Kenntnis von cp, die Eigenwerte Pv' 
zum Viererimpuls zu bestimmen und den Schwer-
punkt in Raum und Zeit als Faktor abzu-
trennen. Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus 
(6) und 

a (21) 

Hierbei ist vorausgesetzt, daß Energie - Impuls-
erhaltung gilt, daß also kein äußeres Feld vorliegt. 
Ist dagegen ein solches zeitlich konstantes Feld 
vorhanden, so gilt Gl. (20) nur für die Energie 
(v = 4). 

Eine zweite für uns wichtige Eigenschaft ist: 

<p(\l...N\) 
ti = <2 = . . . = «y = — 00 

= A (Ü0,U (co,—oo) xp (r1;—oo) . . . y (rjy, oo) 0) 

(22) 

ip (kN) Q0 (mit 
H K (r*)||. 
Sie gilt, wenn 0 = xp (kx) 
xp (x) = 2 uk (x) ip (k)) einen Zustand freier Teil-

k 
chen bedeutet. ut (x) = (r) e - t c V ist definiert 
durch die Gleichung: 

^-yv-tnjui(x) = 0 (23) 

( (x) -0)) . 
Da die Funktion cp also für tj-> — oo (und für <7~»0) 
in die übliche Slater-Determinante (aus ungestör-
ten Eigenfunktionen) übergeht, wird man sie als 
relativistische Verallgemeinerung der Wellenfunk-
tion ansehen dürfen. (Die Stetigkeit unseres spe-
ziellen <p ist trivial.) Man faßt sie auch bei Bin-
dungszuständen 0g als solche auf. Jedoch ist klar, 
daß es auch noch andere Verallgemeinerungen 
geben kann. Ein Vorteil gegenüber anderen Ver-
fahren der Feldtheorie ist, daß man nicht aus-
schließlich auf störungstheoretische Methoden an-
gewiesen ist, wenn man cp als Grundlage zur Be-
antwortung physikalischer Fragen benutzt. Wenn 
man z. B. allein die Graphen Gt-(1) der Abb. 4 heran-
zieht, so werden in der Integralgleichung alle Wech-
selwirkungen höherer Ordnung vom Typ der Abb.5 
berücksichtigt. Löst man also diese genäherte Inte-
gralgleichung (nicht durch Iteration, sondern) 
durch ein geeignetes Verfahren, das nicht auf der 
Entwicklung nach der Kopplungskonstanten be-
ruht, so sind schon wesentliche Teile der Wechsel-
wirkungen höherer Ordnung eingeschlossen. Diese 
Näherungsgleichung lautet: 

(0) 0 (0) 

= + + (1 .. .N: 1'.. .N') 99 (| 1'.. .N' |) dz/... dzy' 
0 N (0) 

= <p(|l ...N\)-i 2 jdxi'dxk'S+(i,i')y5'S+(k,k')yb'A+(i',k')cp(\l...i'...k'...N\) 
i<k 

N (0) 
- i £ J dx/ d X i " {A+ (i, i") y5' S+ (i", i") + A+ (i, i") ys' S+ (i, »")} y5' S+ (*", %') cp (| 1 . . . » ' . . . JV |) (24) 

i 

bzw. 
(0) 0 ~ (0) 

cplNl « q> (I 1 . .. N I) = £ (I 1 . .. N I) + J Gxa) (l...N]l'...N')v(\l'...N'\)dx1'... dxN' (25) 
0 (0) 

= £(|1 S J d z / d a ; * ' ^ ' (i,i')y,'S+' (k, k')y-' A+' (»', k') $ (| 1 . . . i' . . . V . . . JV |). 
i<k 

11 W. Z immermann, Suppl. Nuovo. Cim. 11, 106 [1954]. 



An dieser Stelle wird deutlich, daß jede gewöhn-
liche Störungstheorie versagt: Die Integrale ent-
halten (AT/2)-Glieder, so daß man für große N den 
Kopplungsparameter ^ A ' 2 ^ g2 hat. Andererseits 
ist es für manche Fälle sicher möglich, (24) oder 
(25) näherungsweise ohne Entwicklung nach g2 zu 
lösen, denn der Kern ist, da er aus (N\2) im wesent-
lichen gleichen Gliedern besteht, relativ unkompli-
ziert. Konsequenterweise wird man dann als nullte 
Näherung das hierdurch gewonnene annehmen. 
In diesem Sinn ist also die „ungestörte Bewegung" 
charakterisiert durch den Austausch von nur 
einem Meson gleichzeitig; Abweichungen hiervon, 
Abweichungen vom mittleren Verhalten also, las-
sen sich durch die höheren Näherungen erfassen: 
Wenn der größte Teil der Bewegung bereits von der 
obigen nullten Näherung erfaßt ist, wird man die 
nächsten Näherungen durch Iteration nach die-
sem berechnen dürfen (nicht nach <p). So geht 

nirgends die Wellenfunktion cp als Näherung ein, 
und es ist dem Umstand Rechnung getragen, daß 
es keine freien Teilchen gibt. 

Wir setzen also 
(0 ) (1) (0) (1 ) 

cp = y + cp (= ^ + §5) (26) 

und 
3 ~ ^ ~ 

G = 2 GW + G' {G= Gw + 0'). (27) 
i= 1 

Die resultierende Integralgleichung 
(i) 

<p(\l...N\) 
( 0 ) 

= $Q' (1,...,N; 1'... N') 9? (| 1 . . .JV^ds/dsj/ 
(i) 

+ J 0 (1, . . . , N; 1 ' . . .N') cp (| 1 N' |) dxx' dxN' (28) 

können wir dann durch Iteration nach dem ersten 
Glied der rechten Seite lösen, wenn die inhomo-
gene Bewegung einen wesentlichen Teil ausmacht. 

Wenn letzteres nicht der Fall ist, muß man nach 
demselben Verfahren wie für cp weiterrechnen usw. 

4. Vergleich mit anderen Theorien 

A) H a r t r e e - F o c k s c h e G l e i c h u n g e n 
Wir betrachten den nichtrelativistischen Grenz-

fall der Quantenelektrodynamik. Dann wird 

e2A+ (x, x') ^ (5 ( t - f ) =V (r, t ') ö (t — V), 
(29) 

( 2 W<* (x') Ui (x), t> V 
S+ (x, x') -> Snt [x, x') = \ i 

| 0 t <t' 
mit (30) 

[ - 6 ̂  + ̂  Ui {X) = j 4 t U< W = E* U* 
(31) 

Weiter machen wir die Vernachlässigungen: 
a) alle Wechselwirkungen mit e4, e6 usw. werden 

weggelassen; 
b) die Wellenfunktion hat die Form 

cp (| 1 . .. N |) = 2 ( - 1 ) « cpix (1) ... cpiN (N ) (32) 
bi 

mit (cpi (t), cpk (;t)) = öik, 2 = Summe über alle 
Fi 

Permutationen, der Indizes 
Im nichtrelativistischen Grenzfall ist die Paar-

erzeugung auszuschließen; außerdem lassen wir die 
(singuläre) Wechselwirkung der Elektronen mit 
sich selbst weg. Beides hat zur Folge, daß wir in 
unserer Näherung nur den Graphen Gx{1) der Abb. 4 
zu berücksichtigen haben. Dann nimmt die Inte-
gralgl. (24) nach Anwendung von 

r i e i 

die Form an: 

Tt + ^ + ( - J ) P Vu ( J ) <Pi* W 

= 2 e2 $A+ (1, k) S+ (k, k') 2 ( - l)p cpix (1) . . . cpik (k') .. . cpiN (N) dxk' 
k= 2 

k = 2 - - - N X <p{2 (2) . . . <pik (t). . . <pa (V)... cpiN (N). 

Hier ist das letzte Glied nach unserer Näherungs-
annahme wegzulassen, da man für 



wieder die rechte Seite der Integralgleichung ein-
setzen kann und dies Glieder in e4 gibt. Bilden wir 
nun das innere Produkt mit cp2 (2) . . . cpN (AT), wo-
bei die Indizes 2 . . . N bedeuten, daß die i2. . . iN 

eine ganz bestimmte feste Indexreihe bilden, und 
setzen t = tx = . . . = tN, so resultiert [wegen 
lim Siet (x, x') = b (r — r')] die Gleichung 
<->t'+o 

= - 2 J Vi* (2)F (1, 2) cp, (2) dx2 cp, (1) (33) 
i= 2 

+ S jcpi*(2)V(l,2)cp1(2)dx2cpi(l). 
i= 2 

Mit dem Ansatz 
o 

(p. = (p ie i c )i t (34) 

folgt wegen (21) und (32) für die Gesamtenergie 

E * Zcoi. 
Man erhält also die H a r t r e e - F o c k s c h e n Glei-
chungen. Um eine bessere Näherung für E zu be-
kommen, bilden wir mit der oben gefundenen 
Eigenfunktion den Erwartungswert des Hamilton-
Operators 

- y J v ' * ( l ) v ( 2 ) F ( l , 2 ) v ( l ) v ( 2 ) d t 1 d r 1 

und erhalten die bekannte genauere Relation 

£ = 2 c o f - E J | < M l ) l 2 F ( l , 2 ) | ^ ( 2 ) | 2 d d r 2 
i,k 

+ 2 J>i*(l) Vi (2)F (1,2) <pk* (1) cpk (2) d rx d r2. 
i < k (36) 

Die statistische Methode von T h o m a s und 
F e r m i läßt sich bekanntlich (s. D i r a c 1 5 ) aus den 
Hartree-Fockschen Gleichungen herleiten, ist also 
ebenfalls in der allgemeinen Theorie enthalten. 

B. D i e T h e o r i e v o n K i n o s h i t a u n d N a m b u 

K i n o s h i t a und N a m b u 2 gehen, wie eingangs 
erwähnt, von einer nichtlokalen Energiezerlegung 
aus und erhalten Fortpflanzungsfunktionen, die 
(„nichtlokalen") Integralgleichungen genügen. 
Diese bilden die Grundlage ihrer Methode. 

15 P. A. M. Dirac , Proc. Cambr. Phil. Soc. 26, 376 
[1930]. 

Dasselbe läßt sich jedoch unter Vermeidung des 
nichtlokalen Formalismus direkter erreichen, wenn 
man die Integralgleichungstheorie der Wellen-
funktionen benutzt. 

Wir betrachten dazu (wie die Autoren) nicht-
relativistische Elektronen bzw. Nukleonen in 
Wechselwirkung mit einem relativistischen Me-
sonenfeld, also den Lagrange-Operator 

L = * * * ' " T Z * * •A * " T j ( A 1 
(37) 

Es liege nun ein Zustand $ vor, von dem wir vor-
aussetzen : 

CD = U (0, — oo) 0 existiert (38) 

mit16 0 = xp* (kx) ...y>* (kN) Q0. (39) 

Die erste Gleichung besagt, daß 0 kein gebundener 
Zustand ist (vgl. G l a s e r und Z i m m e r m a n n 8 , 
die zweite, daß der Zustand in der Wechselwir-
kungsdarstellung sich als Produkt von AT Erzeu-
gungsoperatoren zu den durch die Kx . . . KN cha-
rakterisierten Werten des Viererimpulses (auf Q0 

angewandt) schreiben läßt16. Zur Vereinfachung 
der Schreibweise führen wir als neues „Vakuum" 
den Zustand 0 ein und betrachten alle Änderun-
gen relativ hierzu2. Dann werden wegen 

xp* (k) 0 = 0 und xp (k') 0 = 0 (40) 

(mit k = kx . . . kN und k' unbesetzter Viererim-
puls) xp* (fcj-) und xp (k') Vernichtungsoperatoren. 
Wir treiben also „Löchertheorie" (in einer nicht-
relativistischen Theorie) in dem Sinne, daß alle k, 
das „Meer" der „negativen" ( = besetzten) Zu-
stände und alle k' die positiven Zustände charak-
terisieren. „Paarerzeugung" bedeutet jetzt Um-
wandlung eines fc-Elektrons in ein ^'-Elektron. 
Es gibt also Graphen vom Typ der Abb. 3 a und b. 
Definieren wir nun 

S+' (1, 2) = — (0>, T [<!> (1) <J>* (2)] d>) (41) 
und 

A+' {\,2) = (<S>,T[A(\)A{2)-\ <I>), 

so gelten ohne weiteres die Gin. (11), wenn man S+' 

durch S+' und S+ durch 

S+ (1, 2) = - ( 0 , T[xp( 1) xp* (2)] 0) (42) 

16 Die Theorie läßt sich auch noch mit Zuständen der 
Form J v* (1) • • • V* (N) Q0 / (1 . . . N) d ^ . . . dxN 
durchführen. 



ersetzt. Dies sind bereits die gesuchten Ausgangs-
gleichungen von Kinoshita und Nambu. Es läßt 
sich leicht einsehen, daß 

S+'(l,2) = 
2 Ui( l)ui*(2), h>t2 

unbes. Zust. 

- 2 E«( i ) V ( 2 ) , h < t 2 
bes. Zust. 

(43) 

gilt, wobei die % (a:) durch Störungsrechnung aus 
den iii(x) [vgl. Gl. (31)] hervorgegangen sind. Die 
ut (x) haben die Form (r) e~u,iil, und eot- ist die 
durch Störungsrechnung aus cot- hervorgegangene 
Energie (Beweise s. Anhang I). Die Gesamtenergie 
läßt sich aus 

E = Eoji (44) 

(im Prinzip) berechnen17. 
Es ist also sinnvoll, die Funktion 

(45) 

als eine neue Art von Wellenfunktion zu definieren: 
denn sie ist wiederum stetig in den x{, sie gibt für 

— oo (bzw. g —> 0) die Slater-Determinante für 
freie Elektronen und hat (für t1 — t2 — . . . = tN) 
die richtige Zeitabhängigkeit. Sie stellt also eine 
zweite mögliche Verallgemeinerung des Wellen-
funktionsbegriffs dar (vgl. S. 121). Jedoch ist sie 
nicht mehr brauchbar, wenn die obigen Voraus-
setzungen fallen gelassen werden (s. Anhang). Die 
Bedeutung dieser Wellenfunktion liegt darin, daß 
durch sie formal die Bewegung unabhängiger Elek-
tronen im Feld aller anderen im Sinne einer self-
consistent-field-Theorie beschrieben wird. Aus den 

Gin. (43) und (11c) für S+' kann man schließen, 
daß die die (nichtlinearen) Gleichungen 

= ig2 Jzl+ (1, 3) 8+' (3, 3) dx3 57, (1) (46) 

- ^ j £ ' ( l , 3 M + ' ( l , 4 ) r ( 3 , 5 ; 4 ) ut(5) dx3dx4dxr) 

erfüllen, die wegen (43) den self-consistent-Charak-
ter besonders deutlich machen und bei Potential-

wechselwirkung direkt die Hartree-Fockschen 
Gleichungen liefern. 

Bei einem Vergleich beider Theorien ist zu be-
achten, daß die Bethe-Salpeter-Gleichung auch 
ohne die Voraussetzungen (38) und (39) gültig ist. 
Hinzu kommt der Vorzug, daß man aus ihr eine 
Funktion cp berechnen kann, die sämtliche Kom-
ponenten des Zustandes 0 zu berechnen gestattet 
und damit 0 selber liefert (s. Anhang II). Damit 
kann man auch die Funktion S+' als bekannt an-
sehen und die Theorie von Kinoshita und Nambu 
als Folge der allgemeinen Wellenfunktionstheorie 
betrachten. 

Es ist andererseits denkbar, daß bei der Unter-
suchung spezieller Beispiele die eine oder die an-
dere Methode bequemer ist. 

5. Schluß 

Es ist beabsichtigt, diese Theorie auf das Pro-
blem der Quantenstatistik wechselwirkender Teil-
chen anzuwenden. Die Beziehungen zur Theorie 
von B ö h m und P i n e s 1 werden ebenfalls unter-
sucht werden. Eine Kombination beider Methoden 
dürfte Hinweise für die praktische Behandlung 
von Problemen geben. 

Herrn Professor Ludwig habe ich für die Förde-
rung dieser Arbeit wiederum sehr zu danken. 

Anhang 

1. E igenschä f ten von S+' (1, 2) 
Zunächst ist bekanntlich (wie in der Positronen-

theorie) 

S+(l,2) = -(0,T[y>(l)y>* (2)] 0) ( A I ) 

S ui(l)ui*(2), t2 <t, 
I unbes. Zust. 
I —Z ui(\)ui*(2), 
I bes. Zust. 

mit durch (31) definierten u{ (x) (dasselbe erhält man 
für S+ und g0). Wir nehmen dabei an, daß kein 
äußeres Feld A vorhanden sei. Weiterhin ist 

8+{ 1,2) = 

Z u t ( l )u ,* (2 ) (17(0,1) xp*(k)U(\,~ °c)<z>0, U (0,2) W*(l)U (2,- oo) <Z>0), t2 <t, 
k,l 

unbes. Zust. 

- Z Ujc (1) Wj* (2) (U (0, 2) xp* (l) U (2, — oo) 0O, U(0,l)W*(k)ü(l,- ») 0>o), t2> t, 
k,l 

bes. Zust. 

(A 2) 

17 Die Verf. geben eine Gleichung an, die ein Inte- Ableitung wird explizit von dem nichtlokalen La-
grai über die Kopplungskonstante enthält; zu ihrer grange-Formalismus Gebrauch gemacht. 



mit xp (x) = Z V (k) uk (x) (A3) 
k 

(wenn die Voraussetzungen (38) und (39) gemacht wer-
den). Nun gilt für alle t 

8 
8xv(1) S+'(\, 2) = 8xv (2) 

•S+'( 1,2), (A4) 

wenn man (21) benutzt (die bei tl = t2 auftretenden 
Singularitäten heben sich gerade heraus). Die u, haben 
die Form (Pi t-wiO. Behandeln wir der Einfachheit 
halber die (pj-, co2) als diskret, so wird wegen (A 4) 

S+' = Zf (pif coei ffi (r.-r .N>> («i-«.)] (A 5) 
sein. Dies S+' (1,2) wird aus dem durch (A 1) bestimm-
ten S + (1, 2) durch Einschalten der Wechselwirkung 
hervorgehen. Daraus folgt unmittelbar die Gleichung 
(43). 

Nach (43), (A 2) und (A 3) ist 
S+' (1, 2) = - 2 7 « i (r l t— oo) xti* (r 2 , t 2 ) 

— oo bes. Zust. 
= - E u k (r15 - oo) ( U (0, 2) xp (2) U (2, - oo) <Z> , 

bes. Zust. 
Z7 (0, — 00) xp(k) 0). 

Daher ist 
V (2) = («j, (2) «I», 

mit = U (0, — oo) xp (k) 0 

eine mögliche Darstellung; <t>_k ist der Zustand, in 
dem das fc-Elektron vernichtet ist. Ferner gilt 

8 _ 
i — uk* (x) = Eu* (x) — (E — wk) uk* (x) (A 6) 

d. h. ük (x) = e«~jfc«(r) 
gibt den Energiebeitrag des A;-Elektrons an. Bei 

dieser Überlegung ist die sog. Mollersche Relation 
U (0, — oo) H0 (— oo) = H (0) U (0, — oo) (A 7) 

benutzt (s. z. B. Glaser und Zimmermann 8 ) , die 
wiederum nur im Teilraum der Zustände freier Teil-
chen als gültig angesehen werden kann. Als Gesamt-
energie folgt sofort (44). 

2. Darste l lung von <t> aus cp 
Man kann für A und xp bekanntlich Integralglei-

chungen (Yang und Feldman1 8 ) aufstellen, bei de-
nen die Operatoren ^4in und în durch 
+ (t , — oo) = yinOt. — oo) , 

A (r, — co) = Ain (r, — c o ) ( A 8 ) 

definiert sind und den wechselwirkungsfreien Opera-
torengleichungen genügen. Sie hängen mit den xp der 
Wechselwirkungsdarstellung durch 

y>(x)= U* ( 0 , - o o ) Vin(«)CT(0, - c o ) (AO) 
zusammen. Hieraus folgt 

Vin {x) Ö = 0. (A 10) 
Aus den xp-m* (k) (Erzeugungsoperatoren) mit 

Vin (x) = Z Vin (k) Uk (x) 
kann man nach der Becker-Leibfr ied-Methode den 
Hilbert-Raum der Streuzustände aufbauen (der mit 
dem durch die xp (k) erzeugten unitär äquivalent ist). 
Betrachten wir nur diesen, so ist klar, daß aus 
cpt-^-oo (| 1 . . . N |) = (Vin* (!)••• Tm* (Ar) Ö, # ) 

(A 11) 
alle Komponenten von (p gewonnen werden können. 
Denn sollte nach Voraussetzung ein Zustand aus N 
Elektronen sein, und ein solcher hat nur Projektionen 
in den Raum 

Jdr t . . .dtN / ( ! • • • N) Vin* (1) . . . Vin* (N)ä. 

18 C. N. Yang u. D. Fe ldman , Phys. Rev. 79, 
972 [1950], 

Stationäre magneto-hydrodynamische Stoßwellen beliebiger Stärke 
V o n R . LÜST 

Aus dem Max-Planck-Institut für Physik, Göttingen 
(Z. Naturforschg. 10a, 125—135 [1955]; eingegangen am 24. Dezember 1954) 

Es werden für stationäre magneto-hydrodynamische Stoß wellen das Dichte- und 
Druckverhältnis, die Richtungsänderung des Magnetfeldes und die Geschwindigkeit hin-
ter der Front in Abhängigkeit von der Machschen Zahl bestimmt. Es zeigt sich, daß drei 
verschiedene Arten von Stoßwellen in einem Plasma mit Magnetfeld existieren können, 
die im Grenzübergang zu unendlich schwachen Stößen in Schallwellen bzw. Alfvensche 
Wellen übergehen. Die aufgestellten Gleichungen werden für ein einatomiges Gas und für 
verschiedene Stärken und Richtungen des Magnetfeldes als Funktion der Machschen 
Zahl numerisch gelöst und diskutiert. 

In einer früheren Arbeit1 waren die Grundglei-
chungen für magneto-hydrodynamische Stoß-

wellen in einem Plasma mit unendlicher Leitfähig-

1 R. Lüst , Z. Naturforschg. 8a, 277 [1953]. Im fol-
genden mit I bezeichnet. S. auch F. de H o f f m a n n u. 
E. Tel ler , Phys. Rev. 80, 692 [1950]. 

keit abgeleitet worden. Wenn man sich auf eine 
makroskopische Beschreibung solcher Stoßwellen 
beschränkt, d. h. sich nur für die Dichte, den 
Druck, die Temperatur, das Magnetfeld usw. vor 
und hinter der Stoßfront interessiert, so zeigen 
alle diese Größen beim Durchgang durch die Stoß-


